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SITZUNG  AM  7.  MARZ  1887. 
Walther  Dyck,  Beit1'lige  ztt1'  Analysis  situs.  BI.  lVIit-
theilung.  (Vorgelegt  von A. 1I1aY81'.)  Mit 4  lithogr. Tafel. 
Die  heiden vorangehenden Untersuchungen  zur Analysis 
situs, welche ich die Ehl'e hatte der hohen Societät vorzulegen 1), 
behandelten  im vVesentlichen  die Definition  der  » Grundzahl  (r 
Biner Mannigfaltigkeit (insbesondere von zwei und drei Dimen-
sionen)  und  deren  Bestimmung,  falls  die  Mannigfaltigkeit in 
analytischer Form gegeben ist. 
Durch Aufstellung  der Grundzahl ist nun selhstverstünd-
~ 
lieh  eine Mannigfaltigkeit keineswegs » im  Sinne  der Analysis 
situs vollständiger bestimmt.  So Hisst sich z. B. aus der Bestim-
mung der Grundzahl für den  II InnenraulllC< einer ebenen Curve 
(A.  S.  H.  pag.  53)  noch  keineswegs  die  Anzahl  der  Zweige, 
aus '\'lelchen die hetl'. Curve besteht,  angehen,  oder  aus der 
Grundzahl einer Fläche sich ein Schluss auf die Anzahl oder die 
Grundzahl  ihrer  einzelnen Theile  machen.  So  wird  man  all-
gemeiner die Feuge aufwerfen können: 
Welche Anzahl-Bestimmungen sind - unter  V01'(('ussetzung 
eines  analytischen  Datums  - an  einer  1I1annigfaltigkeit  durch-
zuführen,  'im],  dieselbe  t1n  Sinne  der  Analysis  situs  hz11-Teiclwnd 
und vollsWndig Zil charaktm'isiTen?  . 
Diese Frage ist in den folgenden Zeilen für  ehene CUl'ven 
und für Flächen eines ebenen dreidimensionalen Raumes hehan-
delt.  Es werden Anzahlbestimmungen (im Wesentlichen in wie-
derholten Anwendungen des Stunn'schen Satzes bestehend) he-
~)  Beiträge  zur Analysis situs I und II, vom  6.  Juli 1885 und  8. Fe-
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zeichnet, durch welche die betl·. "Manl1igfalLigkeit his auf Verbie-
gungen und Verzerrungen  (ohne  Zerreissen)  eindeutig  definü·t 
"vird.  Die  zu Grunde gelegte Methode ist in der Ebene ,vie im 
Raume dieselbe,  nur habe ich für  die Discussiol1 in der Ehene 
eine an die früheren Entwickelungen unmittelbar anschliessende 
Darstellung gevvählt, . während ich im Raume die Ableitung der 
fraglichen Charakteristiken mit HUlfe einer Projection der Fläche 
mehr habe hervortreten lassen. 
Die Fnlge, wie nun die so  definirten Mannigfaltigkeiten  in 
gewisse Normalformen ühergeführt werden können,  deren Auf-
stellung und Classification uus über die überhaupt vorhandenen 
gestaltlichen Möglichkeiten orientiren würde, berühre ich in der 
vorliegenden Untersuchung  nicht.  Insofern  man  nun  (ehen 
anknüpfend an eine solche Aufstellung gewisser Normalformen) 
die hier gestellteAufgabe auch durch die Ueberfübrung gegehener 
Curven und Flächen in gewisse Normalformen hehandelt denken 
kann,  wo dann die Gehilde als beweglich ge\visse Umformungen 
erleiden, mag man im Vergleich damit den hier eingeschlagenen 
'Veg dadurch bezeichnen,  dass  wir für  die Discussion unsere 
MannigfaUigkeiten  zwar durch das  analytische Datum  als StCL1T 
gegeben betrachten,  aber ihre  gestaltlichen Eigenschaften nur 
insoweit rechnerisch verfolgen,  als  wir sie  ebeu zu einer Cha-
rakteristik im Sinne der Analysis situs bedürfen 1). 
Zum Schlusse habe ich in § 3 einige Bemerkungen über die 
Gestalten, welche die ebenen Projectionen von FHtchen besitzen 
können} angefügt.  Sie sollen nur den Umfang der eintretenden 
Möglichkeiten  an  Beispielen  bezeichnen,  ohne  h'gendwie  er-
schöpfen zu wollen.  Eine ansführliche Darstellung möchte ich 
einer anderen Gelegenheit vOI'behalten. 
§ 1. 
Ebene  Curven. 
Die Gleichung· derCul've sei 
f(x, y)  =  0, 
wobei zur Vereinfachung des Ausdruckes  (wie in den früheren 
4)  i\Ian  vergleiche übrigens hierzu dic Schlussbemel'kungen des § 2 
png.  49, 42  "\VALTJIER  DYCK, 
Abhandlu~lgen) vOI'ausgesetzt sei, dass die Gleichungen 
f  (x,  y)  =  0,  t~  =  0,  f.l =  0, 
(wo  f.,.  und /',2  die  partiellen Ableitungen  von f  nach  x  und Y 
bezeichnen) nicht gleichzeitig fUr reelle Werthepaare x, Y zu he-
friedigen seien 1) . 
\Vi!' betrachten ferner  (ehenso wie CI'üher A. S. I. p. 322) 
die  Ebene  als  Rugel,  cl.  h.  mit  nm'  einem  unendlich  fernen 
Punkte, welcher im »Ausseu-Raume{{ f>  0 der CUl've'gelegen sei. 
\Vir legen der Betrachtung  wieder einen schon früher  (A. 
S.  H,  p,  62)  gebrauchten  Entstehungsprocess  der  CUl've  zu 
GI'unde, den wir "\-vieder der einfacheren Ausdrucksweise wegen 
in einer speciellen  Gestalt  vOI'ausseLzen:  Eine  Gerade Y = Ya 
möge von  eiuer })obersten({  Lage  beginnend,  für  welche  noch 
kein Schnittpunkt mit der Curve statthat, parallel zur  Auf~ll1gs­
lage  bleihend  mit  abnehmendem y  über  die  CUl've  hinw-eg-
geschoben werden.  \Vir betrachten dann den jedesmal oberhalb 
eier Geradeu  befindlichen  Thei! dei' Curve  als  entstanden und 
nchten darauf, wie  bei der  Bewegung neue Stücke der  CUl've 
entstehen und schon vorhandene sich vereinigen.  Das Entstehen 
neuer Curventheile findet jedesmal statt;  wenn  die  Curve vou 
))oben« berührt wird,  die Vereinigung zweier  Theile jedesmal 
dann,  wenn  eine  Berührung  von  J)untenc(  statt hat.  Die  be-
treffenden Stellen sind also durch die Gleichungen 
f=  0,  f[  =  0 
charaktel'isirt  und  die  Art  der  Berühl'ung  VOll  nohen  ce  hez. 
)Junten<c durch das positive hez. negative Vorzeichen von 
f2  . fw 
Seien nun YI)  Y9. ..•  !In  der Grösse nach geordnet die Or'dinaten 
für welche Berührungen  eintreten,  so liisst  sich  zunacllst aus 
der Kenntniss der jedem dieser  lVerthe entspt'echenden V01'zeichen 
von  f'J.  . ft I  die  Anzahl a  der Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ge-
raden Y =  Ya  mit der Curve bestimmen.  Versteht man nämlich 
untel' [f9.· fu] die Gl'össe  +  1,  je nachdem  f'J.' f11  positiv oder 
negativ ist, so ist diese Zahl sofort gegeben durch 
(1.)  ~ • :s  [f2 ,fu  ] , 
.  1 1)  Indess  sei  ausdrücklich  bemerkt,  dass ein  Beibehalten  801cl1et' 
slllgu ärer Punkte  keinerlei SchwierigkeHen bietet. BEITRXGE  ZUR  ANALYSIS SITUS.  4:3 
die Summe ausgedehnt über alle Punkte Yi' (f =  0, fl =  0), für 
welche Y > Ya  ist. 
Die  Intervalle von Y{  bis  Y2'  Y'J.  his Y3  ••. , Yn _ t  bis Yn 
sind dergestalt jedes von einer hestimmten Anzahl von Curveu-
sLücken durchsetzt, die unter sich  ehen  an jenen  Berührungs~ 
punkten  zusammenhängen.  Zur  ,!?ollstandigen  Charaktel'istik 
der  Curv6n  ist  es  also  noch  nothwendig,  die  Lage  der  Be-
rührungspunkte  auf den einzelnen Geraden Y=  Y1  ...  Y =  Yn 
zu kennen,  d. h;  zu wissen,  'wie  viele,  A.,  von allen Schnitt-
punkten  einer solchen  Geraden  mit  der Curve  »rechts«  (und 
damit auch  gleichzeitig  wie  viele  )llinks(c)  vom  Berührungs-
punkte liegen. 
Die Kenntniss diesm' Zahlen  A.  fil1'  die stunmtlichen Tangenten 
Y =  Yi  ist  Z'H1'  Chal'akteJ'isiru,ng Jedenfalls  hi1weichend.  Denn 
sie ermöglicht unmittelbar und nur auf eine Weise ein Schema 
der gegenseitigen Lage  der  einzelnen  Curvenzvveige  zu  eut-
\-verfen (vergI. Fig. 1).  Zunächst etwa beim obersten Berührungs-
punkte (für welchen f'J.  . fH  positiv ist) beginnend und auf dem 
einen dei' dort auslaufenden Aeste (etwa nach rechts) fortsohrei-
tend bezeichnen wir einen ersten Curvenzug in ganz bestimmter 
Weise dadul'ch,  dass wir heim  Ueberschl"eitel1 jeder Tnngente 
angehen, wie viele Schnittpunkte der CUl"ve mit dieser Tangente 
rechts (bez. links) des je\veils durchlnufeneu Curvenzuges liegen 
- und diese Anzahlen bestimmen sich sofort aus der Kenntniss 
oer obeugenannten Zahlen.  Diese lassen nämlich erkennen, oh 
ein Berührungspunkt »rechts« VOll dem durchlanfenen Curven-
zweige unftritt (bezw. verschwindet), ob er auf dem  durchlau-
fenen Zweige liegt, oder endlich links davon gelegen isL 1}.  So 
ordnen sich in bestimmter Reihenfolge schliesslich alle jene Be-
.1)  Sei, um dies näher auszuführen, an. einer bestimmten  Stelle der 
Curve (die wir uns in der Richtung nach »abwärts« durchlaufen  denken) 
'In die Zahl der »rechtscdiegenden Curvenzweige; sei ferner für die nächst-
folgende horizontale Tangente fI- d.ie Zahl der Zweige »rechts" vom Bel'lih-
rungspunkte.  Nehmen wir dann an, diese Tangente berühre von" oben  ce, 
so  wächst die Zahl d.et'  » rechts« liegenden  Curvenzweige  füt'  den  durch-
laufenen Zweig um 2, wenn fI- < mund bleibtungeändert für ,u > 'In.  Be-
rührt die Tangente von »unten «,  so nimmt die Zahl der" rechts« liegenden 
Zweige um 2 ab, wenn f.l < m - 1;  wenn aber ft = 7/1 - ,I  bez. f.l  = m-
ist, so liegt der betr. Berührungspunkt auf dem Curvenzweige und die Curve 
wendet sich von da nach oben  und zwat' nach rechts bez.  nach links;  ist 
ft> in, so bleibt die Zahl der "rechtsliegenden  ce  Curvenzweige ungeändert. 44  'VALTHER DiCK, 
rührungspunkte auf geschlossenen Theilen der Curve an, deren 
gegenseitige Lage durch unsere Angaben völlig fixirt ist. 
Unsere  AnzahlbesLimmungen  sind  aber  nicht  bloss  hin-
J'eichend,  sondern auch nothwendig,  um mit Hülfe der gewlihlten 
hor'izontalen  Tangenten  die  Curve  im Sinne  der Analysis  situs 
vollsUlndig zu definiren.  Denkt man sich nämlich die Zahl n der 
horizontalen Tangenten und fÜl'  jede den Charaktel' der eintl'e-
tenden Berlihl'ung (als obere hez. untere) gegeben, so lassen sich 
nur untel' Berücksichtigung der obigen Rela tion  (1),  welche eHe 
Gesammtzahl a der Schnittpunkte dei' Curve in jedem Intervalle 
angiebt, die Zahlen  )'1  ,  A 2  ••• An  der rechts von jedem BCI'üb-
rUl1gspunkte liegenden Schnittpunkte der Curve mit diesen Tan-
gent~n noch willkürlich festsetzen und fühl'en jedesmal zu einem 
und nur, einem ganz bestimmten Schema einer  CUl've. 
Fassen '\vir die hiermit gewonnene Methode  ZUI' Chkll'akle-
~ 
risirung einer Curve  zusammen)  so  haben  wir  für  die  Curve 
f  (x, y) =  0 aUSSel' der Bestimmung ihrer horizontalen Tangenten 
und  des  Gharakte1's  dß1'  }edesmaligen  Berührung  (als  )) oberen( 
bez. nmle1'e1'«  Berührung) auf  jeder dieser Tangenten das Lagen-
verhttltniss des Be1'iih?,tmgspunktes Zlt den übrigen Schnittpunkten 
auf der Tangente du,rch  die Bestimnntng der Zahlen )'i  ZIe ji[dl'en, 
eine Bestimmung,  die  jedesmal  die  Anwendung des  Stw'm'sc!w}/ 
Satzes erfordert.  , 
Besitzt die Curve Doppelpunkte,  so  ist für diese gleichfaJls 
Huf einer durchgelegten Hol'izoutalen je eine Zahl  Ai  zu bestim-
men.  Ebenso lassen sich weitel'e singuläre Vorkommnisse loicbt 
in die allgemeine Theorie einbegreifen. 
Unmittelhat' ist ersichtli:'h, dass unser System von horizon-
talen Geraden, das WÜ' der )Be~chreibung  de~' Curve« zu Grunde 
gelegt haben, durch it'gend ein anderes, die Curve einfach üht"'-
deckendes Curvensystem zu  analoger Formulirung ersetzt ,,,er:-
den kunn, wo dann der  speciellen Cut'Ve  irgend  ein  specielles 
System fÜl' die Discussion am angemessensten sein wil'd1). 
§  2. 
Flächen im  ebenen  dreidimensionalen Raume, 
.  Indem wir dazu übergehen, eine analoge Methode zU!' Cha-
rakterisirung  einer  (im  ebenen dreidimen~ol)alen Raume  ge-
1)  ~lan vergi. übrigens die Schlussbemerkungen yon § 2. BEITR;\GE  ZUR  ANALYSIS SITUS.  45 
legenen)  Flache (die vi,ir uns auch wieder als aus einet' Anzahl 
geschlossener) einander in mannigfachster Weise durchdringen-
der  und umschliessendel'  Theile  bestehend zu denken haben) 
übergehen, sei im Fo'lgenden eine eLwlJs veränderte Dat'stellungs-
form - mit Hlilfe einer ))Projection(  der Fläche - gewählt, die 
unmittelbar auch  in  den voran  stehenden EnLwicklungen hätle 
gebraucht werden können. 
Denken wir uns eine Fläche (die ,viI', wenn es sich um eine 
J'echnerische Ausflihrnng handelt, wieder durch eine Gleichung 
f (x, y, z)  =  0 gegeben voraussetzen) von irgend einem Punkte 
ans betl'i1chtet, so können wir dieselbe >lvon  diesem Punkte aus« 
dadul'ch beschreihen,  dass wir zunächst  die Uml'isscurve  1  in 
ihre1'  Projection  auf irgend  eine Ehene,  vollständig charakte-
ri8i1'en und dann angeben, wie sich in diese  Curve  die einzel-
llen Theile der Fläche, die als verschiedene über der Pt'ojections-
ehene liegende Blätter zu denken sind, einspannen. 
"Wir zerlegen diese Discussion in folgende Schritte: 
:1  .  Die» Umrisscw've «  (in  welchel' wh'  gleichzeitig  auch 
etwa vorhandene Rückkeh1'curvender Fläche einbegreifen) sowie 
die )Doppelcw'vc« _. die  vi'il' beide  als  uus  einer Anzahl  ge-
schlossener,  sich mannigfach üherkrenzender Theile bestehend 
anzunehmen haben  - müssen zunächst nach clen  soeben in §  '1 
ausgeführten Methoden in der Pro,] ectionsebene festgelegt werden. 
2.  Längs  der Umrisscurve  gehen nun  (vom  Projections-
centrum aus gesehen) zwei Flächentheile in  eimmder über,  so 
zwar, dass wir längs der CurvG noch diejenige Seite, auf weIchet' 
der Uehergang statthat (mit Hlilfe einer  Vorzeichenbestimmung, 
die  für  jeden  getl'ennten· Theil der Curve an eineJ' Stelle aus-
zuflihl'en ist)  fixiren ktinnen;  wir wollen diese Seite der Curve 
kUt'Z  die »Ftachenseits« nennen. 
Nach diesen Bestz~mm1tngen lasst sich fü?' jeden beliebigen Pr'o-
jectionsstrahl die Anzahl a seiner Schnittpttnkte mit der Fläche an-
geben, wenn wir die Bestimmung einmal far einen Pl'ojectionsstrnhl 
ausgeführt haben. 
Jede Uebet'schreiLung der Umrisscul've (mUll  sehe hier etwa 
Fig.  2,  5)  ändet't  n1lmlich  die Anzahl  der  Schnittpunkte  um 
;- '2  bez. - 2, je nl:lchdem  sie  durch  die  Hings  clcsUmrisses 
fixirte »FlUchenseite(( als Eintritt oder Auslritt zu bezeichnen ist. 
Ueberschl'eitungen  der Doppelcurve  lindern  selhstve!'ständlich 
diese Anzahl nicht. 46  'VALTHER DYCK, 
3.  Nun denken wir uns für alle Doppelpunkte der Umriss-
curve und Doppelcurve (die im Allgemeinen scheinbare Doppel-
punkte sein werden)  in der Projectionsebene den dort »uber-
kreuzenden  «( und den »unterkrenzenden  « Curvenzug bezeichnet; 
weiler sei für etwa vorhandene Berührungen der Projectiol1' von 
Doppelcul've  und  Umrisscurve  bestimmt,  ob  (im  Raume) die 
Doppelcurve, in bestimmter Richtuug durchlaufen,  den Umriss 
von }) oben nach nnten « hez. von )lunten nach oben  « durchsetzt1). 
4.  Es handeH sich jetzt noch um die Entscheidung, welche 
Blätter der' Fläche jedesmal längs der einzelnen Ränder zusam-
menhängen. 
Diese  Entscheidt~ng wi1Yl  dadtwch  getroffen,  dass  wir  f1.il· 
jeden in sich geschlossenen Theil de1'  Umrissclwve tmd dC?' JJoppel-
cw'vean einm' (iibr-igens  willkürlichen) Stelle  bestimmen,  in wie 
vielen (J.)  Funlcten  der _zttgehör'ige  Projectionsstrahl in dem Stücke 
zwischen dem  Projectionscentrwit ~md  .jenem Punkte  um"  Unwiss-
( Doppel-) Curve (seinem Be1"ilhrungspunkte) die Fluche schneidet. 
Dann sind nämlich  (man verg!.  etwa Figur  5),  wenn wir 
uns (3)  ausgeführt denken, jedesmal längs des  betreffenden in 
sich geschlossenen CunTenzuges die  dort zusammenhängenden 
Blätter bestimmt.  Man beachte nämlich, dass die ebenerwllhnte 
SchnittpunkLszabl J.  für einen Projectionsstrahl längs eines ge-
schlossenEm  Theiles  der Uml'isscurve sich  jedesmal Hndert,  so 
oft  ein scheinbarer Doppelpunkt (mit einem  andern StUck dor 
Umrisscurve) auftritt,  in welchem  der durchsetzende Curven-
theil zwischen Projectionscentrum und Berührungspunkt liegt. 
Und zwar wUchst die  Zahl  jener Schnittpunkte A um  ~,  bez, 
nimmt um 2  ab, je nachdem die hetr. Stelle einen Eintritt oder 
Austritt bezeichnet.  Dagegen  bleibt die  Zahl  jener  Schnitt-
punkte an denjenigen scheinbaren Doppelpunkten ungeHndert, 
fUr welche  der  durchsetzende  Zweig  ausset'halb  des oben 01'-
wHhnten Stückes den Pl'ojectionsstrahl schneidet.  Ferner ändert 
sich die Zahl }. um eins an den Stellen  ~  in "velchen die Umriss-
curvo von der Doppelcurve der Fläche berührt wird und  zwar 
um +1 bez. -'I, je nachdem  im Sinne  der Durchlaufung  der 
Umrisscul've gerechnet die Doppelcurve(die ja  im Raume  den 
'I)  \Vir werden weiter unten für eine rechnerische DurchfUhl'lmg die 
Ausführung der Bestimmungen (3) denen in (4) nachsetzen; doch formuliren 
sich die Bestimmungen (t,) übersichtlicher; wenn wir für den Augenblick (3) 
als bekannt Voraussetzen.  -BEITRÄGE ZUR ANALYSIS SITUS.  47 
Umriss  dUl'chsetzt)  von unten  11uch  oben hez.  von  oben  nach 
unten "tritt.  Analog lässt sich jene Zahl }.  längs eines geschlos-
senen Theiles einer Doppelcurve bestimmen, wenn sie an einer 
Stelle bekannt ist.  Dabei ist für diejenigen geschlossenen Thene 
der Doppelcurve)  welche  Iuit Theilen  des Umrisses  eine  Be-
rühl'ung eingehen, eben an jener Bel'ühl'ungsstelle die Zahl der 
Schnittpunkte  }.  für  die Doppelcul've gleichzeitig  mit  der  fÜI' 
die betreffende Umrisscurve gegebenen Zahll bestimmt. \Veitel' 
ist selbstverständlich die Zahl }. ohne Rechnung gegeben für alle 
diejenigen Curvenzüge, die an ein Gebiet grenzen,  in welchem 
die Zahl der überdeckenden Blätter 0 ist. 
Nach  Bestimmnng der Zahlen  A.  kann die Verbindung  dei' 
einzelnen  FHi.chenstücke,  welche  übel'  den verschiedenen Ge-
bieten der Projectionsebene  ausgebreitet sind,  zur  Gesammt-
flUche  nur mehr auf eine \Veise erfolgen,  wie  man  dies  sofort 
ehlrch ähnliche Ueherlegungen wie  die auf png.  4,3  für  ehene 
Curven gegehenen ühersieht. 
lViI' erkennen also,  dass zw' FestlegulIg der Fläche im Sinne 
der  Analysis  situs jedenfalls  hinreichend ist:  1) Den  Unwiss 
'Und  die  DopIJelcw've  (im  811me  von §  '1)  Z1t cha1'Ctkterisi1'en.  :2) 
Für jedes  geschlossene  Stilck  des  Um7'isses  die »FWchenseite« .zu 
bestimmen.  5) Die  A1't  der  Uebe1'kreu.zttngen  des" entstandenen 
Ctwvensystems 'Und  de1'  Berilll7'ungen von  Doppelc'/.t1'ven '/.md  Urn-
7'iss  .z16 (ixiren, wul endlich 4) die Zahlen }  • .zu bestil1mwn. 
Es handelt sich noch darum,  zu discutiren, in "de weit für 
die  Beschreibung  der  Fläche  aus  ihrer  Projection  diese  Be-
stimmungen im Allgemeinen nothwendig zur Charakteristik sind. 
Hat man durch die Bestimmungen '1  und 2  eHe Anordnung 
der Umriss- und  Doppelcurven  in  der  Projectionsebene  und 
daraus elie BlUtterzahlen a in den einzelnen Gebieten festgelegt, 
so  geht man z\veCknülssig  zur Bestimmung der Zahlen l  übel'. 
Ausser dem ohen schon erwähnten speciellen Falle, in welchem 
sich  die  längs  einer  geschlossenen  Theilcul've  statthabenden 
Zahlen i\,  unmittelhm' ergeben, wird es im Allgemeinen an einer 
bestimmten Stelle einer Theilcurve  immer eine  (durch die zu-
gehörige Zahl a begrenzte)Anzahl von Möglichkeiten fUd,geben, 
aus welchem Umstande sich die Nothwendigkeit, die Bestimmung 
von i\,  (an einer Stelle)  fUr jede TheilcUl've zu treffen, ergiebtl). 
~)  Im speciellen Falle kann allerdings  eine  solche Configuration  des 
Umrisses vorliegen, dass aus ihr mit Noth"\vencligkeit die Zusanllnengehörig-48  \VAL'.rHER DYCK, 
Erst nach Bestimmung der Zahlen J.,  Je für eine SLelle jeder 
Theilcurve  wenden  wie  uns  nun zu  3)  der Bestimmung  des 
Charakters dei' Berührung etwa vorhandener Doppelourven mit 
Umrisscurven, in dem  pag,  4.6  angedeuteten  Sinne  und  dann 
zur BesLimmung der Ueberk1'eUZ16ngen  des Curvensystems.  Von 
diesen  letzteren werden sich  eine Anzahl ohne Rechmtng,  aus 
den Zahlen A hel'leiten lassen,  Denken wir z. B.  für  zwei sich 
überkreuzende Curvenzweige in der Ueberkl'euzungsstelle jene 
Zahlen  J.,  gegeben,  so  ist  damit  ohne Weiteres  entschieden, 
welcher Cm'venz'weig )) obel'halb «,  welcher)) unterhalb  « vedüuft. 
\VeiLer werden sich (je nach den speciell vorliegenden Coufigura-
Lionen) gewisse Ueberkreuzungen aus der Bedingung hestimmen 
lassen, dass die entstehende FHiche keine weiteren Umrisse und 
Doppelcurven als die zuerst (durch" und 2)  bestimmten haben 
darf.  Ueber solche aus der speciellen Configm'ation abzulesende 
Ueherkreuzungen hinnus werden aber im Allgemeinen steLs noch 
Ueherkreuzungen  existiren,  wo  die  ArL  des  Uebel'einander-
greifens  del'  betreffendenCurvenzüge  rechnerisch  dm'eh  Be-
stimmung  der Lage  der  den  bei  den  Zweigen  im  scheinbaren 
Doppelpunkt entsprechenden Schnittpunkte fixirt werdon muss; 
dabei  wird  für  jede  specielle  COllfiguration  jede  solche  Be-
stimmung  nach  den  val'hin  ausgesprochenen  Sätzen  gewisse 
andere nach sich ziehen,  So  sind in  Fig.  3  diejenigen  Ueber-
kreuzungsstellen  der als zwei in eincllldergreifende  Ringe ge-
dachten  Fläche  durch  Punkte  hervorgehoben,  welche  nllein 
rechnerisch bestimmt werden  müssen,  während  sich die Art 
der Ueberkreuzung  fUr  die  übl'igen Durchkrouzungen hieraus 
ohne Rechnung ergiebt,  Ueberdies beachte man den Satz, dass 
die  GeswnmWnderung  der  Zahl  )"  (wie wir  sie  für  die  ver-
schiedenen  Ueberkreuzungsstellen und Berührungspunkte mit 
Doppelcurven  auf  pag.  46  verfolgt haben)  beim Durchlaufen 
einer geschlossenen  Theilcurve  gleich Null  sein muss,  da wir 
nicht voraussetzen,  dass  eine  Umrisscurve  mehrfach  zählend 
als Umriss auftritt. 
keit  zwei?r  TheiIcurven  zu  einem einzigen  geschlossenen Fltichentheile 
folgt.  In e~nem solchen Falle - wie er in Figur 2, wo die Curven Cl und C2 
nothwendlg zusammengehören, vorliegt - zieht dann eine auf der einen 
Curye  bestimmte Zahl  ~ eine  entsprechende  Zahl auf der andern CUl've 
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Der. im Vorstehenden  gegehene Weg  der Discussion  der 
gesUlltlichen  Verhältnisse  von  Cllrven  und  Flächen  mag noch 
auf die mannigfaltigste Art durch die Auswahl anderer CUl'ven-
systeme an Stelle der hier zu Grunde gelegten Geradenbüschel 
in der Ebene und im Raume abgeändertwerden und selbstver-
ständlich  wird· speciellen  Daten  das eine  odel'  andere System 
für die Discussion angemessener sein.  Allen An01'dnungenctbm' 
ist gemeinsam  die  Art der  Vm'w(Jndung des  Sturm/sehen SatfZes, 
welche - mag sie nun auf dem  einen oder  anderen \Vege  in 
grösserer  oder  gel'inger'er  Wiederholung  nothwendig  sein  -
die schliessliche Charakter'isil'ung der Curven und Flächen herbei-
führt.  Auch wenn man sich etwa vor einer speciellen DisCllS-
si  on  eine  gegebene CUl've  oder Fläche im Sinne  der Analysis 
siLus  umgewandelt, denkt (etwa  bei  einer  Cm'va  dnrch  Auf-
hebung von Wendepunkton1  bei einer Flächedul'ch Reduction 
gewisser uuflöshm'er Verschlingung  on) , so lassen sich auch solche 
Umformungen  durch  die  Auswahl. specielJer . Cllrvensysteme 
durch eine Discussion im ohigen Sinne ersetzen,  und so fUhren 
die schliesslich nothwendigen Anzahlhestimmungen wieder auf 
FormnIirungen der vorstehend gegehenen Art.  Insofern lassen 
sich  also  ~tnSe1'e lJcIetlwden  der Bestimnntng dm"  gestalllichen  Vll1'-
hliltnisse von Gurven. und Flachen 1Lichtnu,1' als hinTeiclwnde, son-
dern auch als nothwendige bezeichnen. 
§  3. 
Anschliessende :Bemerkungen. 
Es seien .der allgemeinen. Discussion noch einige SULze  bei-
gefügt über ehene CUl'VensysLeme,  welche als vollständige Um~ 
risse von Flächen (in der Projectiol1 auf eine Ebene) betrachtet 
werdeuköl1nen; 
Wir denken  uns in der Ebene ein Curvensystem gegehen, 
in welchem die einzelne geschlossene Theilclll've sich nicht selbst 
durchsetzt,  welches  aber sonst ganz  wil1kürlich  angenofi1men 
ist,  so  dass  sich  also  die  verschiedenen  Theilcurven  auf  die 
mannigfachste Art durchkreuzen mögen; wir· setzen ferner  fUr 
jedeehlzelneTheilcurve in übrigens völlig willkürlicher Weise 
die »Flächenseitei{ fest  - dann lässt sich  ~1md  zwar im All-
gemeinen noch auf  mannigfache Weise _. _. ein solches Gte'l"J?ensystem 
stets  als  der vollständige Urm"iss  oinerFltJ,che betrachten;  dahei 
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kann auch verlangt werden, dass die Fläche keine Doppelcul'ven 
besitzen soll.· 
Fixirt man in einem der Gehiete,  in  welche  durch  den 
Umriss die  Ebene zerlegt erscheint,  die (üher einer  gewissen 
unteren Grenze willkürliche)· Zahl aderüberdeckenden Bl1itter 
der FHiche,  so ist (nach pag. 45) die  betreffende  Z<lhl  füt'  alle 
Gebiete der Ebene bestimmt 1);  Sie wird in gewissen Gebieten 
einen kleinsten Wel'Lh erreichen; wählen wir diesen gleich Null, 
setzen also voraus,  dass die betreffenden Gebiete von der F1Uche 
nicht überdeckt werden  sollen,  so  litsst  sich  a~6ch unter dieser 
V01;außsetzung,  bei  welcheT  alle Gebiete  mit der kleinstm(jgliclzen 
Bllttterzahl übm'deckt erscheinen,  stets und zwar im,  Allgemeinen 
noch auf mannigfache Art eine Fläche constnth'en, welche clas ge-
wählte  CU1'vensystem  :züm  vollständigen  Um't'lss  besü:zt.  Dahei 
können wir auch  hier  noch  verlangen,  dass  die  Fläche keine 
Doppelcurvebesitzt.  Die Anzahl  der verschiedenen  Möglich-
keiten  ist  wegen der endlichen BlUtterzahl  hierbei  stets  eine 
endliche. 
DeI'  Beweis dieser Sätze wird in einfachster Art durch die 
wirkliche Aufstellung  zugehöriger Flächen  geführt.  So  lässt 
sich etwa für den  alJgemeinen Fall  sofort jede  einzelne Thoil-
curve als vollständiger Umriss eines FlächensLtickes betrachten, 
welches die Gestalt einer »Kugel « (im Sinne der Anulysis sUus) 
besitzt, wenn das durch die  FlUchenseite det' betr. Theilcurve 
definit·te Curveninnere den  unendlich fernen Punkt der Ebene 
ausschliesst, welches andet'erseits die Gestalt eines einschaligen 
Hyperboloids  (etwa· mit  der  Kehlellipse  als  Umriss)  hesitzL, 
sofern das l) Imiere (  der zugehörigen Theilcul've den  unendlich 
fernen Punkt einschliessL  Die so construirten Flachen besitzen, 
wenn man von der  Möglichkeit etwa vorhaudenel' FlHchentheile, 
die keinen Umriss in die  Projectionsebeneliefet'n~), absieht, das 
1)  Es ist  sofort dtmtlich, dass  füt' die Fixirung der Zahl ()  in einem 
beliebigen Gebiete auch hei unserer ganz willkürliclüm EiiltheilunN  und be-
liehigerWahl  des  ~Randes der  einzelnen  Theilcurven  kein Wiclerspruch 
entstehen kann aus der AbUnderung des Weges,. auf welchem wir vom Aus-
gangsgehiet.nach dem bekeffenden  Gehiete, in welchem wir  () bestimmen 
,:olle~,  fo~,tsehreiten; da jeder geschlossene Weg -.  ~  insofern auf ihm gleich 
Viel Emtntte und A\lstritte mH; jeder einzelnen TheiJcurve  liegen  - dio 
Charakteristik Null e'rgieht.  . 
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iVIaxirnuIIl  von TheBen bei gegehenem Umriss.  In Figur 4- sind 
in die einzelnen:rheilgebiete die dieser Annahme entsprechen-
den Zahlen eingetragen,  wo  dann jeder Punkt von doppelt so 
vielen Blättern überdeckt erscheint, als es (mit Berücksichtigung 
der}) FlächenseiLe  «)  ihn ull1schliessende Curvenzüge giebt  .. 
Fürdie Flächen mit einer Minill1alzahl von Ueberdeckungen 
der Ebene beachte man, • dass  man einander durchschneidende 
Theilcurvendes Umrisses nicht als .  (auf der Fläche) aufeinander-
folgende  Umrisse  eines Flächenstückes betrachtenkanll,.· wohl 
nber eine  umfassende TheiIcurve  und vollständig von ihr ein-
geschlossene, welche sich die »Flächenseitel1 ((  zukehren, als auf-
einanderfolgende Stücke des Uml'isses eines Flächentheiles.  Da 
nun für die Gebiete, welche a = 0  erhalten sollen, diehegrenzel1-
deu  Curvenstücke  des  Umrisses  ihre  Flächenseite  sammtlich 
von  dem  Gebiete abkehren,  übersieht man,  dass  in  der  ThaL 
bei gecigneten{und noch  mannigfach  zu treffenden)  Verbin-
dungen einzelncrTheilcurven durch ein Flächenstuck jene Ge-
biete unbedeckt bleiben können.  Man vergleiche etwa Fig. 5, 
wo  der Umriss  dieselbe Configuration wie in Fig.  6,  zeigt.  In 
die  einzelnen Gebiete sind jetzt  die der neuen· Annahme,  die 
hier  ersichtlich  noch  auf  mannigfache  Weise  erfüllt  werden 
kann,  entsprechenden  Zahlen  eingetragen i  weiter  ist.  durch 
specielle Annahme  einer Zahl  A.  (welche  dem Rande  des. ent-
sprechenden CUl'venzuges  beigesetzt ist)  die Darstellung eines 
speciellen leicht übersichtlichen Falles (die ganze Fläche bestcl)t 
aus zwei kugeHörmigen, einem ringförmigen und einem doppel-:-
ringförmigen Theile) festgelegt. 
Für Curvensysteme, bei welchen die einzelnen Thei1cUl'~Cll 
sich selbst durchsetzen, sind die hier"gegebenen Sl:itze.zu modi  ..... 
ficiren.  Fürihre Discussionistzu beachten, dass eine beliehig 
sich selbst durchkreuzende,  geschlossene Curvc  zwar auch als 
der  vollständige· Umriss  einer· geschlossenen  Flache. ,betrachtet 
werden kann,  aber im Allgemeinen nur mit Zuhülfenahluß ge-
wisser singulärer Punkte auf der Umi'isscurve, . diegestalLlich 
durch Zusammenziehung  kleiner  Schleifen  {etwa  von· der  in 
Fig. 6  vorliegenden Art)  entstehen,  oder etwa auch durch Zu-
hülfel1ahme von Doppelcul'ven, die im Inu€lrn der FIHche in  Ver  ..... 
zweigungspunkten (pinch-points) endigen. 
Es sei zum Schlusse  noch  eine Bemerkung gestattet über 
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die Beziehung der  Anz~hlder Umrisscu'rven· einer  (aus  einem 
geschlossenen  Stücke bestehenden) Fläche und der Gnmdznht 
derselben. 
lIen' Klein  hat in  seiner Schrift  über llRz'enwnn's Theorie 
Uet'  algebraischen  FUllctionell«  und in zwei Noten » Ueberdie 
conformc Abbildung von Flächen« und » Deber eindeutige Fnne-
tionen mit linearen Transformationen in sich{(  Annalen  XIXp. 
159und 565, auf die Classification  der symmet1'ischen Iliemann-
schen Fläuhen nach ihren llSymmeLrielinien(  hingewiesen um] 
gezeigt,  dass  orthosymmetrische Flltchen
ll
)  vom  )lGeschlechte ]Je, 
stets 
A =  1, 3,  0, •..  p  +  <\ 
Symmetrielinien, wenn p  gerade, und 
.A,  =  2,  /j.,  6· ...  P +  1 
Symmetl'ielinien,  wenn p ungerade,  besitzen.  Herl'  lVeichold 
hat in seiner Disset'tation . » Ueber symmetrische  Riemann'sche 
Flächen«  (Schlömüch's  Zeitschr. Bd,  28)  typische  Gestalten fUr 
diese  Flächen aufgestellt, .  in  denen  jene  Symmetl'ielinien  rUr 
eine OI'Lhogonalprojection als U1J'wisse  auftreten,  abel'  so,  dass 
,lUsser diesen die Fläche nochweiLere (zu einander symrnetrisch 
gelegene) Umrisscul'ven besitzt. ·Es liegt die Frage nahe, ob es 
nicht  gelingt,  derartige  typische  Gestalten· aufzustellen,  für 
welche jene Symmetrielinien als der alleinige  Dmriss auftreten, 
so also,  dass alle  jene  l?lächen  "viederdurch  doppelte  Debm'-
deckung  eines  rnehl'fachzusammenhängenden ebenen Flächen-
stückes vorgestellt werden können.  Dies geIingL in der That auf 
die einfachste Weise.  Die Figuren 6 .-.  8  zeigen die extremsten 
Fälle,  in  denen  also  die Anzahl der Umrisscurven  A =  ,I  bez. 
A =  2  ist, für FlUchen vom Geschlechte 2,4 bez. 3,  aUS welchen 
sichsofort alle übrigen analogen Darstellungen ergehen.  Fig. 6 
ist dabei die  schon  von Riemann in der Theorie der Abel'schen 
Functionen  (Werke pag,  89) angewandteli'igur.  Fig.  8  kann 
auch ersetzt werden durch eine den Fig. 6 und 7  analoge Dai'-
stellung, die in diesem Falle :zwe.i Ulllrisscurven besitzt. 
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~) Man verg\.  bezüglich  der Bezeichnungen die  sogleich zu erwäh-
nende Dissertationyon WeicllOld.  .  .. 